Тема: Простейшие тригонометрические уравнения
1. Решите уравнения:
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2. Решите уравнения:
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3. Решите уравнения:
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Простейшими называются тригонометрические уравнения следующих четырёх видов:
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Любое тригонометрическое уравнение в конечном счёте сводится к решению одного или нескольких простейших. 

Уравнения cos x = a и sin x = a
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Напомним, что cos x — абсцисса точки на единичной окружности, соответствующей углу x,  а sin x — её ордината

Из определения синуса и косинуса следует, что уравнения cosx = a и sinx = a имеют решения только при условии [image: image11.png]a| < 1



. 
Уравнения [image: image12.png]sinz =



       или       cosx = −7 решений не имеют.
Частные случаи решения уравнений.
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1. cos x = 1.

Мы видим, что на единичной окружности имеется лишь одна точка с абсциссой 1:

Эта точка соответствует бесконечному множеству углов: 0, 2π, −2π, 4π, −4π, 6π, −6π, . . Все они получаются из нулевого угла прибавлением целого числа полных углов 2π (т. е. нескольких полных оборотов как в одну, так и в другую сторону).

Следовательно, все эти углы могут быть записаны одной формулой:

[image: image13.png]r=2Tn, n € 4.



     (Z — это множество целых чисел.)
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2. cos x = -1.

На единичной окружности есть лишь одна точка с абсциссой −1:

Эта точка соответствует углу π и всем углам, отличающихся от π на несколько полных оборотов в обе стороны, т. е. на целое число полных углов. Следовательно, все решения данного уравнения записываются формулой:
 [image: image14.png]+ 2mn., n € 4.




[image: image67.png]—7/2




3. sin x = 1.

Отмечаем на тригонометрическом круге единственную точку с ординатой 1:

И записываем ответ: [image: image15.png]



 4. sin x = -1. 
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Можете, кстати, записать ответ и в другом виде:
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5. sin x = 0.

На тригонометрическом круге имеются две точки с ординатой 0:
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Эти точки соответствуют углам 0, ±π, ±2π, ±3π, . . . Все эти углы получаются из нулевого угла прибавлением целого числа углов π (т. е. с помощью нескольких полуоборотов в обе стороны). Таким образом,
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  6. cos x = 0.
На тригонометрическом круге имеются две точки с абсциссой  0:

[image: image70.png]


Все углы, отвечающие этим точкам, получаются из [image: image19.png]


 прибавлением целого числа углов π (полуоборотов):
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Переходим к следующему этапу. Теперь в правой части будет стоять табличное значение синуса или косинуса (отличное от 0 или ±1). Начинаем с косинуса.

7. [image: image21.png]01




Имеем вертикальную пару точек с абсциссой [image: image22.png]





Все углы, соответствующие верхней точке, описываются формулой:
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Аналогично, все углы, соответствующие нижней точке, описываются формулой:
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Обе серии решений можно описать одной формулой:
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Общее решение уравнение cos x = a имеет вид:  х = ± arccos a + 2πn, nϵZ 
8. [image: image27.png]cosz
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9. [image: image30.png]o1




         [image: image31.png]= t(n- amms%ji»bm,nil




[image: image32.png]x= i(n—g)u:m,nsz




[image: image33.png]



Теперь рассмотрим уравнения с синусом. 
10. [image: image34.png]01




Имеем горизонтальную пару точек с ординатой [image: image35.png]


:



Углы, отвечающие правой точке:
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Углы, отвечающие левой точке:
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Можно записать ответ в таком виде:



Есть формула объединяющая эти решения. Выглядит она так:
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На первый взгляд совершенно не ясно, каким образом она даёт обе серии решений. Но давайте посмотрим, что получается при чётных k. Если k = 2n, то
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Мы получили первую серию решений x1. А если k нечётно, k = 2n + 1, то
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Это вторая серия x2.

Обратим внимание, что в качестве множителя при (−1)k обычно ставится правая точка, в данном случае [image: image43.png]=




.

Остальные уравнения с синусом решаются точно так же.

Общее решение уравнение sin x = a имеет вид:  х = (-1)karcsin a + πn, nϵZ 
11. [image: image44.png]o [ —
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Переходим к тангенсу.

12. Уравнение tg x = a

Заметим, что тангенс может принимать любые действительные значения. Иными словами, уравнение tg x = a имеет решения при любом a.

Общее решение уравнение tg x = a имеет вид:  х = arctg a + πn, nϵZ 
tg x = 0

x = arctg 0+ πn, nϵZ

x = πn, nϵZ
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Уравнение ctg x = a

Заметим, что тангенс может принимать любые действительные значения. Иными словами, уравнение tg x = a имеет решения при любом a.

Общее решение уравнение ctg x = a имеет вид:  х = arcctg a + πn, nϵZ 
ctg x = -1

x = arcctg (-1)+ πn, nϵZ
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Пример

[image: image55.png]sin3x =

Dl =




[image: image56.png]1
3% = (~D)* arcsin; + 7wk, k € 2




[image: image57.png]3x = (—1)*% +mkkeZ




[image: image58.png](DFg+mk
—— 6 kez




[image: image59.png]T Tk
v = () qgt gk ez




Пример 
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